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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèß, ïðîâåäåííûå â äèññåðòàöèè, ïîñâß-
ùåíû îäíîìó èç ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ïîëóêîëåö  ïîëóêîëüöàì ñ åäèíèöåé,
ßâëßþùèìñß îáúåäèíåíèåì êîëüöà è ïîëóòåëà.
Òåîðèß ïîëóêîëåö âîçíèêëà â 50-å ãîäû XX ñòîëåòèß. Â íàñòîßùåå âðåìß
îíà íàõîäèò ïðèìåíåíèß â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, êîìïüþòåðíîé àëãåáðå,
èäåìïîòåíòíîì àíàëèçå, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß è äðóãèõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè1,2.
Ïðèìåð ïîëóêîëüöà âñåõ èäåàëîâ êîëüöà ñ îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è óìíî-
æåíèß èäåàëîâ ìîæíî íàéòè óæå â ðàáîòå Äåäåêèíäà3 1894 ãîäà.
Âïåðâûå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà äàíî Âàíäèâåðîì4.
Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñß àëãåáðà 〈S,+, ·, 0〉 ñ äâóìß áèíàðíûìè îïåðàöè-
ßìè ñëîæåíèß + è óìíîæåíèß · òàêàß, ÷òî 〈S,+, 0〉  êîììóòàòèâíûé ìîíîèä,
〈S, ·〉  ïîëóãðóïïà, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß ñ îáå-
èõ ñòîðîí, 0 · s = s · 0 = 0 äëß ëþáîãî ýëåìåíòà s èç S.
Êëàññ ïîëóêîëåö ñîäåðæèò òàêèå õîðîøî èçâåñòíûå àëãåáðàè÷åñêèå îáú-
åêòû êàê àññîöèàòèâíûå êîëüöà, äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè ñ íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì, ðßä ÷èñëîâûõ ñèñòåì, à òàêæå ïîëóòåëà ñ íóëåì.
Ïîëóêîëüöî S c íåíóëåâîé åäèíèöåé 1 íàçûâàåòñß ïîëóòåëîì c íóëåì, åñ-
ëè ìíîæåñòâî åãî îáðàòèìûõ ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ S\{0}
è S íå ßâëßåòñß êîëüöîì. Ëþáîå ïîëóòåëî ñ íóëåì áóäåò àíòèêîëüöîì, òî
åñòü óäîâëåòâîðßåò êâàçèòîæäåñòâó a + b = 0 ⇒ a = 0. Åñëè èç ïîëó-
òåëà ñ íóëåì S èñêëþ÷èòü íóëü, òî ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
〈S\{0},+, ·〉, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïîëóòåëîì.
1Ìàñëîâ, Â. Ï. Èäåìïîòåíòíûé àíàëèç è åãî ïðèìåíåíèå â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè [òåêñò] / Â. Ï.
Ìàñëîâ, Â. Í. Êîëîêîëüöîâ  Ì.: Íàóêà, 1994  144 c.
2Hebisch, U. Semirings. Algebraic theory and applications in computer science [text] / U. Hebisch, H. J.
Weinert // World Scientiﬁc Publishing. Singapore, 1998.
3Dedekind, R. Uber die Theorie ganzen algebraischen Zahlen [text] / R. Dedekind // Suplement XI to P.G.
Lejeune Dirichet: Vorlesungen Uber Zahlentheorie, 4 Ansﬂ., Druck und Verlag, Braunschweig, 1894.
4Vandiver, H. S. Note on a simple type of algebra in which cancellation law of addition does not hold [text]
/ H. S. Vandiever // Bull. Amer. Math. Soc.  1934.  V. 40.  12. P. 914920
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Ñòðóêòóðíàß òåîðèß ïîëóòåë â ïîñëåäíåå âðåìß àêòèâíî ðàçâèâàåòñß è
ßâëßåòñß ñàìîñòîßòåëüíîé. Åé ïîñâßùåíû ðàáîòû À. Í. Ñåìåíîâà5, À. Â.
×åðàíåâîé6, Å.Ì. Âå÷òîìîâà è À.Â. ×åðàíåâîé7, ïîëóòåëà èññëåäîâàëèñü â
äèññåðòàöèßõ À. Â. Ðßòòåëü8 è È. È. Áîãäàíîâà9. Âàæíûå ðåçóëüòàòû â òåî-
ðèè ïîëóòåë ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè À.Â. ×åðàíåâîé10.
Äëß ïîëó÷åíèß íîâûõ êëàññîâ ïîëóêîëåö åñòåñòâåííûì ßâëßåòñß èññëåäî-
âàíèå ïîëóêîëåö, ñâîäßùèõñß ê óêàçàííûì òèïàì ïîëóêîëåö: êîëüöàì, îãðà-
íè÷åííûì ñíèçó äèñòðèáóòèâíûì ðåøåòêàì è ïîëóòåëàì ñ íóëåì. Â ïðåäëî-
æåíèè (12.15) êíèãè Ãîëàíà11 äàåòñß îïèñàíèå ïîëóêîëåö, ßâëßþùèõñß ïîä-
ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðûõ êîëüöà è äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè. Â ðà-
áîòå Å. Ì. Âå÷òîìîâà, À. Â. Ìèõàëåâà è Â. Â. ×åðìíûõ12 è èññëåäîâàíèßõ
Î. Â. Ñòàðîñòèíîé13 èçó÷àþòñß àáåëåâî-ðåãóëßðíûõ ïîëîæèòåëüíûå ïîëó-
êîëüöà, ñòðîåíèå êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß äèñòðèáóòèâíîé ðåøåò-
êîé èäåìïîòåíòîâ L(S), ïîëóòåëîì îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ U(S) è êàíîíè÷å-
ñêèì àíòèãîìîìîðôèçìîì L(S) → ConU(S), ãäå ConU(S)  ðåøåòêà êîíãðó-
ýíöèé ïîëóòåëà U(S).
Âàæíûì ïîäõîäîì ê èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö ßâëßåòñß ïðåä-
5Ñåìåíîâ, À. Í. Î ðåøåòêå êîíãðóýíöèé ïîëóòåë [òåêñò]/ À. Í. Ñåìåíîâ // Âåñòíèê ÂßòÃÃÓ.  2003. 
9.  Ñ. 9295
6×åðàíåâà, À. Â. Î êîíãðóýíöèßõ íà ïîëóòåëàõ [òåêñò] / À. Â. ×åðàíåâà // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. 
2005.  Ò. 6.  Âûï. 4 (16).  Ñ. 164171
7Âå÷òîìîâ, Å. Ì. Ê òåîðèè ïîëóòåë [òåêñò] / Å. Ì. Âå÷òîìîâ, À. Â. ×åðàíåâà // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê.  2008.  Ò. 63.  Âûï. 2  Ñ. 161162
8Ðßòòåëü, À. Â. Ïîëîæèòåëüíî óïîðßäî÷åííûå ïîëóòåëà: äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê: 01.01.06 çà-
ùèùåíà 17. 03. 2003 / À. Â. Ðßòòåëü.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2002.  89 ñ.
9Áîãäàíîâ, È. È. Ïîëèìèàëüíûå ñîîòíîøåíèß â ïîëóêîëüöàõ: äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê: 01.01.06:
çàùèùåíà 20. 02. 2004 / È. È. Áîãäàíîâ.  ÌÃÓ.  Ì., 2004.  72 ñ.
10×åðàíåâà, À. Â. ßäðà è ïó÷èê ïîëóòåë: äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê: 01.01.06: çàùèùåíà 4. 12. 2008
/ À. Â. ×åðàíåâà.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2008.  95 ñ.
11Golan, J. S. The theory of semirings with applications in mathematics and theoretical computer science.
Pitman monographs and surveys in pure and applied mathematics, 1992.  V. 54.  318 p.
12Âå÷òîìîâ, Å. Ì., Àáåëåâî-ðåãóðßðíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóêîëüöà [òåêñò] / Å. Ì. Âå÷òîìîâ, À. Â.
Ìèõàëåâ, Â. Â. ×åðìíûõ // Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî.  1997.  Ò. 20.  Ñ. 282309
13Ñòàðîñòèíà, Î. Â. Àáåëåâî-ðåãóëßðíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóêîëüöà: äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê:
01.01.06: çàùèùåíà 29. 10. 2007 / Î. Â. Ñòàðîñòèíà.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2007.  90 ñ.
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ñòàâëåíèå ïîëóêîëåö â âèäå ðàñøèðåíèé ïîëóêîëåö èç áîëåå õîðîøî èçó÷åí-
íûõ êëàññîâ. Ïðåäñòàâëåíèßì ïîëóòåë â âèäå ðàñøèðåíèé ñîêðàòèìûõ ïîëó-
òåë ïðè ïîìîùè èäåìïîòåíòíûõ ïîëóòåë ïîñâßùåíû ðàáîòû À. Í. Ñåìåíîâà14
è È. È. Áîãäàíîâà15.
Ïîëóêîëüöî S ñ åäèíèöåé 1 6= 0 íàçîâåì 0-1-ðàñøèðåíèåì ïîëóêîëüöà K
è ïîëóêîëüöà P , âîçìîæíî íå èìåþùåãî íóëß, ïðè ïîìîùè ïîëóêîëüöà T ,
åñëè íà S ñóùåñòâóåò êîíãðóýíöèß ρ òàêàß, ÷òî S/ρ ∼= T , [0]ρ ∼= K è [1]ρ ∼= P .
Ìû ðàññìàòðèâàåì 0-1-ðàñøèðåíèß êîëüöà è ïîëóòåëà, â êîòîðûõ ðîëü
êëàññà íóëß êîíãðóýíöèè èãðàåò íåêîòîðîå êîëüöî R, à ðîëü êëàññà åäèíèöû
 íåêîòîðîå ïîëóòåëî U . Äëß âûßñíåíèß ñòðóêòóðû òàêèõ 0-1-ðàñøèðåíèé
íåîáõîäèìûì ßâëßåòñß èçó÷åíèå ïîëóêîëüöåâûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé.
Ïîëóêîëüöî S ñ åäèíèöåé 1 íàçîâåì ïîëóêîëüöåâûì äèçúþíêòíûì îáúåäè-
íåíèåì êîëüöà R è ïîëóòåëà U è îáîçíà÷èì R∪˙U , åñëè îíî ßâëßåòñß îáúåäè-
íåíèåì ñâîèõ íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíîæåñòâ r(S) = {r ∈ S : ∃t ∈ S, t+ r =
0} è U(S) = {u ∈ S : ∃v ∈ S, uv = vu = 1}, ïðè÷åì r(S) ∼= R è U(S) ∼= U .
Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü àëãåáðàè÷åñêîå ñòðîåíèå ïîëóêîëüöåâûõ
äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé S = R∪˙U .
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß íî-
âûìè è ñîñòîßò â ñëåäóþùåì:
1) Ñòðîåíèå ïîëóêîëüöåâûõ îáúåäèíåíèé êîëüöà è ïîëóòåëà ñâåäåíî ê
ñòðîåíèþ èõ ïîëóêîëüöåâûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé (çàìå÷àíèß 3.6, 3.7).
2) Ïðèâåäåíû îïðåäåëßþùèå ñâîéñòâà êîëåö, äëß êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
íåòðèâèàëüíûå äîïîëíåíèß äî ïîëóêîëüöåâîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèß
(òåîðåìà 4.1).
3) Äàíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïîëóòåë, äëß êîòîðûõ ñóùåñòâó-
åò íåòðèâèàëüíîå äîïîëíåíèå äî ïîëóêîëüöåâîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèß
14Ñåìåíîâ, À. Í. Î ñòðîåíèè ïîëóòåë [òåêñò] / À. Í. Ñåìåíîâ // Âåñòíèê ÂßòÃÃÓ.  2003.  8.  Ñ.
105107
15Áîãäàíîâ, È. È. Îá àääèòèâíîé ñòðóêòóðå ïîëóòåë [òåêñò] / È. È. Áîãäàíîâ // Âåñò. Ìîñê. óí-òà.
Ñåðèß 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà.  2004.  21.  Ñ. 4850
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(òåîðåìà 5.1).
4) Äëß ïîäõîäßùèõ êîëåö ïîñòðîåíû âñåâîçìîæíûå ïîëóòåëà, äîïóñêàþ-
ùèå ïîëóêîëüöåâûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèß ñ ýòèìè êîëüöàìè (ñâîéñòâà
4.1, 4.8, ïðåäëîæåíèß 4.1, 4.2, òåîðåìà 4.4).
5) Äëß íåçåðîèäíûõ ïîëóòåë ïîñòðîåíû âñå êîëüöà, äîïóñêàþùèå ñ íèìè
ïîëóêîëüöåâûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèß (òåîðåìà 5.2, ïðåäëîæåíèå 5.2).
6) Ïðèâåäåí ïðèìåð êîëüöà R è ïîëóòåëà U , äëß êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
íåèçîìîðôíûå ïîëóêîëüöåâûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèß (ïðåäëîæåíèå 6.2,
òåîðåìà 6.1).
7) Äîêàçàíà ìîäóëßðíîñòü ðåøåòêè êîíãðóýíöèé ïîëóêîëüöåâîãî äèçú-
þíêòíîãî îáúåäèíåíèß (ïðåäëîæåíèå 8.2). Ïîêàçàíî, ÷òî äèñòðèáóòèâ-
íîñòü ðåøåòêè èäåàëîâ êîëüöà R è äèñòðèáóòèâíîñòü ðåøåòêè êîíãðóýí-
öèé ïîëóòåëà U âëåêóò äèñòðèáóòèâíîñòü ðåøåòêè êîíãðóýíöèé ïîëóêîëüöà
R∪˙U(ïðåäëîæåíèå 8.3).
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñß ïîíßòèß è ìåòîäû
òåîðèè ïîëóêîëåö, òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé, òåîðèè ðåøåòîê, óíèâåðñàëüíîé
àëãåáðû.
Òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèßõ â ñòðóêòóðíîé òåîðèè ïîëóêîëåö. Êðîìå òîãî, îíè ìîãóò íàéòè ñâîå
ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëß ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ â âûñøèõ ó÷åá-
íûõ çàâåäåíèßõ.
Àïðîáàöèß äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèß
äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå "Êîëüöà è ìîäóëè" êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ôåâðàëü 2006 ã.), íà íàó÷íîì
ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (àïðåëü 2007 ã., ñåíòßáðü 2008 ã.), íà èòîãîâûõ íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèßõ ÂßòÃÃÓ è íà íàó÷íîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå ÂßòÃÃÓ
(20052008 ã.ã.).
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 13 ðàáîò (ñïèñîê ïóá-
ëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà), èç êîòîðûõ òðè â ñîàâòîðñòâå ñ
Å.Ì. Âå÷òîìîâûì.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 9 ïàðàãðàôîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðåäìåòíîãî óêàçàòå-
ëß. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 92 ñòðàíèöû.
Îáçîð ñîäåðæàíèß ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, ôîðìóëèðóþòñß çàäà÷è èñ-
ñëåäîâàíèß, ïðèâîäèòñß àííîòàöèß îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ïîñâßùåíà îáùåé òåîðèè ïîëóêîëåö. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äà-
þòñß èñõîäíûå ïîíßòèß è ïðèìåðû ïîëóêîëåö, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäßòñß èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè ðàñøèðåíèé
ïîëóêîëåö, à òàêæå ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû î 0-1-ðàñøèðåíèßõ ïîëó-
êîëåö.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü íåêîòîðîå ïîëóêîëüöî S ßâëßåòñß îáúåäèíå-
íèåì ïîëóòåëà U è êîëüöà R è R ∩ U = ∅. Òîãäà S åñòü 0-1-ðàñøèðåíèå
êîëüöà R è ïîëóòåëà U ïðè ïîìîùè äâóõýëåìåíòíîé öåïè L2.
Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëß êîëüöà R è ïîëóòåëà U ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèß:
1) ñóùåñòâóåò 0-1-ðàñøèðåíèå R è U ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé (ðàâíîñèëü-
íî, ëþáîé) íåîäíîýëåìåíòíîé îãðàíè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè L;
2) ñóùåñòâóåò 0-1-ðàñøèðåíèå R è U ïðè ïîìîùè L2.
Ðàññìîòðèì 0-1-ðàñøèðåíèå S êîëüöà R è ïîëóòåëà U . Ïóñòü ρ  òàêàß
êîíãðóýíöèß íà S, ÷òî [0]ρ ∼= R, [1]ρ ∼= U . Òîãäà ïîäìíîæåñòâî [0]ρ ∪ [1]ρ 
ïîäïîëóêîëüöî â S. Ïðè ýòîì ñòðîåíèå S ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñòðîåíèß
[0]ρ∪˙[1]ρ. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîé çàäà÷åé ßâëßåòñß èçó÷åíèå ñòðîåíèß
ïîëóêîëüöåâûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé R∪˙U . Ñòðîåíèå ïîëóêîëüöåâûõ
îáúåäèíåíèé S, âîçìîæíî áåç 1, êîëüöà R è ïîëóòåëà U òàêæå ìîæíî ñâå-
ñòè ê ïîëóêîëüöåâûì äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèßì. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâßùåí
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ïàðàãðàô 3, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åíî:
Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîäìíîæåñòâî RU = 1UR1U ßâëßåòñß ïîäêîëüöîì â R.
Ïðè÷åì RU  íàèáîëüøåå ñðåäè ïîäêîëåö R, ýëåìåíòû êîòîðûõ íå ìåíßþòñß
ïðè óìíîæåíèè íà 1U ñëåâà è ñïðàâà.
Çàìå÷àíèå 3.5. Îòîáðàæåíèå f : R → R, r 7→ 1Ur1U , ßâëßåòñß êîëüöå-
âûì ãîìîìîðôèçìîì, ïðè÷åì Kerf ⊆ AnnR, Kerf ∩ RU = {0}, ∀u ∈ U,∀r ∈
R, uf(r) = f(ur), è f(r)u = f(ru).
Çàìå÷àíèå 3.6. Êîëüöî R èçîìîðôíî êîëüöó RU ×Kerf , ðàññìàòðèâà-
åìîìó ñ ïîêîîðäèíàòíûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì (r1, k1)(r2, k2) = (r1r2, 0).
Çàìå÷àíèå 3.7. Êîëüöî K òîãäà è òîëüêî òîãäà èçîìîðôíî Kerf â íåêî-
òîðîì ïîëóêîëüöå S = R∪˙U , êîãäà îíî ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ
ñâîèõ èäåàëîâ J1, J2, J , êàæäûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñß ïî íóëåâîìó
ýëåìåíòó, J1 ßâëßåòñß ëåâûì ìîäóëåì íàä U , J2  ïðàâûì ìîäóëåì íàä U ,
óìíîæåíèå íà K  íóëåâîå. Ïðè ýòîì â ïîëóêîëüöå (J1×J2×J)∪U âûïîëíß-
þòñß ðàâåíñòâà u+(j1, j2, j) = u, u(j1, j2, j) = (uj1, 0, 0), (j1, j2, j)u = (0, j2u, 0).
Â ãëàâå 2 ïðèâîäßòñß õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîëåö è ïîëóòåë, âõî-
äßùèõ â ïîëóêîëüöåâûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèß ñ íåòðèâèàëüíûìè ïîëó-
òåëàìè è êîëüöàìè ñîîòâåòñòâåííî. Äëß êàæäîãî ïîäõîäßùåãî êîëüöà ïî-
ñòðîåíû âñå äîïóñòèìûå ïîëóòåëà (ïàðàãðàô 4), è íàîáîðîò, äëß êàæäîãî
ïîäõîäßùåãî ïîëóòåëà ïîñòðîåíû âñå äîïóñòèìûå êîëüöà (ïàðàãðàô 5).
Êîëüöî R íàçûâàåòñß ðàäèêàëüíûì ïî Äæåêîáñîíó, åñëè îíî ñîâïàäà-
åò ñî ñâîèì ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèß "êðóãîâîé
êîìïîçèöèè" r ∗ s = r + s + rs â R ßâëßåòñß ãðóïïîâîé, ñ íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êîëüöå R äëß ëþáîãî ýëåìåíòà r ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò s òàêîé, ÷òî r + s+ rs = 0.
Òåîðåìà 4.1. Äëß ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå
óñëîâèß:
1) ñóùåñòâóåò ïîëóêîëüöî, ßâëßþùååñß ïîëóêîëüöåâûì äèçúþíêòíûì
îáúåäèíåíèåì êîëüöà R è íåêîòîðîãî ïîëóòåëà U ;
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2) R  ðàäèêàëüíîå ïî Äæåêîáñîíó êîëüöî, àääèòèâíàß ãðóïïà êîòîðîãî
ßâëßåòñß äåëèìîé àáåëåâîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèß.
Äëß ïîñòðîåíèß ìíîæåñòâà ïîëóòåë U , âõîäßùèõ â ïîëóêîëüöåâîå äèçú-
þíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ äàííûì êîëüöîì R, èñïîëüçóåòñß òåõíèêà ìîäóëüíûõ
ýíäîìîðôèçìîâ.
Êîëüöîì äâóñòîðîííèõ ìîäóëüíûõ ýíäîìîðôèçìîâ êîëüöà R áóäåì íà-
çûâàòü ìíîæåñòâî D(R) ⊆ EndRR × EndRR ïàð (f, g) ýíäîìîðôèçìîâ òà-
êèõ, ÷òî äëß ëþáûõ ýëåìåíòîâ r1, r2 èç R âûïîëíßåòñß (r1f)r2 = r1(gr2), ñ
îïåðàöèßìè ïîêîîðäèíàòíîãî ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèß (ñóììà (f, g) + (p, q) =
(f +p, g+ q) äåéñòâóåò ñïðàâà íà ýëåìåíòû r ∈ R êàê f +p, à ñëåâà êàê g+ q)
è ïîêîîðäèíàòíîé êîìïîçèöèåé (f, g) · (p, q) = (f ◦ p, g ◦ q).
Ñâîéñòâî 4.1. Îòíîøåíèå îäèíàêîâîãî äåéñòâèß ∼ íà ïîëóòåëå U , îïðå-
äåëßåìîå ñîîòíîøåíèåì u1 ∼ u2 ⇔ (ru1 = ru2 è u1r = u2r) ∀r ∈ R, ßâëßåòñß
êîíãðóýíöèåé íà U .
Ñâîéñòâî 4.8. Ïîëóòåëî U/ ∼ è êîëüöî R ñîñòîßò â ïîëóêîëüöåâîì äèçú-
þíêòíîì îáúåäèíåíèè.
Äàëåå, â êîëüöå D(R) îïðåäåëßþòñß âñå ïîëóòåëà, èãðàþùèå ðîëü ôàê-
òîðïîëóòåë U/ ∼.
Ïîäïîëóòåëî P êîëüöà D(R) íàçîâåì àññîöèèðîâàííûì ñ ýëåìåíòàìè R,
åñëè äëß ëþáûõ u1, u2 ∈ P , r ∈ R âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî (u1r)u2 = u1(ru2).
Âûáåðåì â D(R) ïîëóòåëî H = P + R/AnnR, ãäå ïîëóòåëî P àññîöèèðî-
âàíî ñ ýëåìåíòàìè R è èìååò ñâîåé åäèíèöåé åäèíèöó êîëüöà D(R). Ïóñòü
H∗  ïîëóòåëî ñ çàäàííûì ñþðüåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì f : H∗ → H.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ìíîæåñòâî H∗×R c îïåðàöèßìè (h1, r1)+(h2, r2) =
(h1+h2, r1+r2) è (h1, r1)(h2, r2) = (h1h2, f(h1)r2+r1f(h2)+r1r2), ãäå f(h1)r2 è
r1f(h2)  ñîîòâåòñòâåííî ðåçóëüòàòû äåéñòâèß ìîäóëüíûõ àâòîìîðôèç-
ìîâ f(h1) íà r2 ñëåâà è f(h2) íà r1 ñïðàâà, ßâëßåòñß ïîëóòåëîì.
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïîëó÷åííîå ïîëóòåëî H∗×R îáðàçóåò ïîëóêîëüöåâîå
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äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ R, òî åñòü R∪˙(H∗ ×R).
Çàìå÷àíèå 4.2. Ïîëóòåëî (H∗ × R)/ ∼ âõîäèò â ïîëóêîëüöåâîå äèçú-
þíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ R, áîëåå òîãî, (H∗ × R)/ ∼∼= H è ïðè çàäàííûõ íà
R∪˙(H∗×R) îïåðàöèßõ äåéñòâèå ýëåìåíòîâ H∗×R  ýòî â òî÷íîñòè äåéñòâèå
ýëåìåíòîâ H.
Òåîðåìà 4.4. Ïîëóòåëî (H∗ × R)/ ≈, ãäå ≈  òàêàß êîíãðóýíöèß íà
(H∗×R), ÷òî ≈⊆∼, âõîäèò â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ R.
Îáðàòíî, ëþáîå ïîëóòåëî, âõîäßùåå â äèçúþíêòíîå ïîëóêîëüöåâîå îáúåäèíå-
íèå ñ R, èçîìîðôíî (H∗×R)/ ≈ äëß íåêîòîðîãî ïîëóòåëà H∗, ãîìîìîðôíûì
îáðàçîì êîòîðîãî ßâëßåòñß ïîëóòåëî H = P+R/AnnR, ãäå P  ïîäïîëóòåëî
â D(R), P àññîöèèðîâàíî ñ ýëåìåíòàìè êîëüöà R è ≈⊆∼.
Â ïàðàãðàôå 5 äàåòñß àáñòðàêòíàß õàðàêòåðèñòèêà ïîëóòåë, âõîäßùèõ
â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì êîëüöîì. Äëß
êàæäîãî ïîëóòåëà ñòðîèòñß êëàññ âñåõ êîëåö, âõîäßùèõ ñ íèì â ïîëóêîëüöå-
âîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå.
Ïîëóòåëî íàçûâàåòñß çåðîèäíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a, b
òàêèå, ÷òî a = a+ b.
Òåîðåìà 5.1. Ïîëóòåëî U âõîäèò â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäè-
íåíèå ñ íåêîòîðûì íåíóëåâûì êîëüöîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå
ßâëßåòñß çåðîèäíûì.
Ââîäèòñß ïîíßòèå êîëüöåâîãî ßäðà ïîëóòåëà U , ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îïè-
ñûâàþòñß âñåâîçìîæíûå êîëüöà R, âõîäßùèå â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå S = R∪˙U c óñëîâèåì:
∀a, b ∈ S a+ b = a⇒ b = 0. (∗)
ßäðî K ïîëóòåëà U íàçîâåì êîëüöåâûì, åñëè âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà: 1) ∀u ∈ U∀k ∈ K∃t ∈ K ku + 1 = u + t, 2) ∀u ∈ U∀k1, k2 ∈
K(k1 + u = k2 + u⇒ k1 = k2.)
Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì h : U → T (U) èç ïîëóòåëà U â
åãî êîëüöî ðàçíîñòåé T (U), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó h : u 7→ (u+ 1, u) äëß
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âñåõ u ∈ U .
Ëåììà 5.1. Ëþáîå êîëüöåâîå ßäðî èíúåêòèâíî âêëàäûâàåòñß â T (U) ïðè
ãîìîìîðôèçìå h.
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè K  êîëüöåâîå ßäðî ïîëóòåëà U , òî h(K) =
1 + I äëß íåêîòîðîãî èäåàëà I êîëüöà T (U) òàêîãî, ÷òî èìååò ìåñòî I∪˙U
ñ óñëîâèåì (∗).
Òåîðåìà 5.2. Êîëüöî R âõîäèò â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíå-
íèå ñ äàííûì ïîëóòåëîì U ñ óñëîâèåì (∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
èçîìîðôíî èäåàëó 1 − h(K) êîëüöà ðàçíîñòåé T (U) äëß íåêîòîðîãî êîëüöå-
âîãî ßäðà K.
Äëß ëþáîãî ïîëóêîëüöåâîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèß S = R∪˙U ìîæ-
íî ïîëó÷èòü (R/J(S))∪˙U ñ óñëîâèåì (∗). Ýòî ïîçâîëßåò îïèñàòü ìíîæåñòâî
âñåõ êîëåö, âõîäßùèõ â íåêîòîðîå ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
ñ äàííûì ïîëóòåëîì U :
Ëåììà 5.2. Äëß ïîëóêîëüöåâîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèß S = R∪˙U
(âîçìîæíî áåç óñëîâèß (∗) ) ìíîæåñòâî J(S) = {r ∈ R : ∃u ∈ Uu + r =
u} ßâëßåòñß èäåàëîì êîëüöà R, âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç
ïîëóòåëà U , è åãî àääèòèâíàß ãðóïïà ßâëßåòñß äåëèìîé.
Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü S = R∪˙U äëß íåòðèâèàëüíûõ êîëüöà R è
ïîëóòåëà U . Òîãäà ñóùåñòâóåò (R/J(S))∪˙U ñ óñëîâèåì (∗), è ñóùåñòâóåò
S1 = R∪˙U , â êîòîðîì J(S1) = {r ∈ R : ∀u ∈ U u+ r = u} è êîëüöà R/J(S1)
è R/J(S) èçîìîðôíû.
Ïðåäëîæåíèå 5.2 ïîêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèß íåèçîìîðô-
íûõ ïîëóêîëüöåâûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé äëß ôèêñèðîâàííûõ êîëüöà
è ïîëóòåëà. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâåùåí ïàðàãðàô 6.
Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå U × F , ãäå F  ïðîèçâîëüíîå
ïîëóòåëî è R∪˙U , âõîäèò â ïîëóêîëüöåâîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñ R.
Òåîðåìà 6.1. Ñóùåñòâóþò äâà íåèçîìîðôíûõ ïîëóêîëüöåâûõ äèçú-
þíêòíûõ îáúåäèíåíèß íåêîòîðûõ êîëüöà R è ïîëóòåëà U .
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Â ïàðàãðàôå 7 ðàññìàòðèâàþòñß äâà ãîìîìîðôíûõ îáðàçà ïîëóêîëüöåâûõ
äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé S = R∪˙U .
Äëß êàæäîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèß R∪˙U ïîñòðîåí ïîëóêîëüöåâîé
ãîìîìîðôèçì f , ïðè êîòîðîì f(R)∪˙f(U), êîëüöî f(R) íå èìååò àííóëèðó-
þùèõ ýëåìåíòîâ êðîìå íóëß, f(U)  ñîêðàòèìîå ïîëóòåëî, â êîòîðîì âñå
ýëåìåíòû ïî ðàçíîìó äåéñòâóþò óìíîæåíèåì íà f(R).
Ïîïîñòðîåí äðóãîé ãîìîìîðôèçì g, äëß êîòîðîãî g(R)∪˙g(U). Ïðè ýòîì
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß: â êîëüöå g(R) âûïîëíßåòñß èìïëèêà-
öèß r1rr2 = 0 ⇒ r = 0; g(U)  ñîêðàòèìîå ïîëóòåëî, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû
ïî ðàçíîìó äåéñòâóþò óìíîæåíèåì íà g(R); åñëè äâà ìîäóëüíûõ ýíäîìîð-
ôèçìà êîëüöà g(R) äåéñòâóþò îäèíàêîâî íà g(R) ñ îäíîé ñòîðîíû, òî îíè
òàêæå äåéñòâóþò îäèíàêîâî íà íåì è ñ äðóãîé ñòîðîíû (ïðåäëîæåíèå 7.2.).
Ïàðàãðàô 8 ïîñâßùåí èçó÷åíèþ ðåøåòêè êîíãðóýíöèé ïîëóêîëåö âèäà
S = R∪˙U .
Ïóñòü σ  êîíãðóýíöèß ïîëóêîëüöà S = R∪˙U . Îáîçíà÷èì ÷åðåç σR (σU)
ñóæåíèå êîíãðóýíöèè σ íà êîëüöå R (íà ïîëóòåëå U). Î÷åâèäíî, σR  êîëü-
öåâàß êîíãðóýíöèß, σU  êîíãðóýíöèß ïîëóòåëà U .
Ëåììà 8.1. Åñëè σ  êîíãðóýíöèß íà ïîëóêîëüöå S = R∪˙U òàêàß, ÷òî
uσr äëß íåêîòîðûõ u ∈ U è r ∈ R, òî σ ßâëßåòñß åäèíè÷íîé êîíãðóýíöèåé.
Ëåììà 8.2. Äëß ïðîèçâîëüíûõ êîíãðóýíöèé x, y ∈ ConS ïîëóêîëüöà S =
R∪˙U ñïðàâåäëèâî x ∨ y = x ◦ y = y ◦ x.
Ïðåäëîæåíèå 8.1. Äëß ëþáûõ êîíãðóýíöèé ïîëóêîëüöà S = R∪˙U âû-
ïîëíßþòñß ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1) (x ◦ y)U = xU ◦ yU ;
2) (x ◦ y)R = xU ◦ yR;
3) (x ∩ y)U = xU ∩ yU ;
4) (x ∩ y)R = xR ∩ yR.
Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ðåøåòêà êîíãðóýíöèé ëþáîãî ïîëóêîëüöåâîãî äèçú-
þíêòíîãî îáúåäèíåíèß S = R∪˙U ìîäóëßðíà.
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Ïðåäëîæåíèå 8.3. Åñëè ðåøåòêà èäåàëîâ êîëüöà R è ðåøåòêà êîíãðó-
ýíöèé ïîëóòåëà U äèñòðèáóòèâíû, òî ðåøåòêà êîíãðóýíöèé ïîëóêîëüöà
R∪˙U òàêæå äèñòðèáóòèâíà.
Â ïàðàãðàôå 9 èçó÷àþòñß ïîëóêîëüöà, áëèçêèå ïî ñòðîåíèþ ñ ïîëóêîëüöå-
âûìè äèçúþíêòíûìè îáúåäèíåíèßìè, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß. Äëß ëþáîãî ïîëóêîëüöà S ñ 1 îïðå-
äåëåíû òðè ðàñøèðßþùèõñß ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâà:
X(S) = {s ∈ S : ∀u ∈ U(S) u+ s ∈ U(S)},
Y (S) = {s ∈ S : ∃u ∈ U(S) u+ s ∈ U(S)},
Z(S) = {s ∈ S : ∃t ∈ S t+ s ∈ U(S)},
êàæäîå èç êîòîðûõ ßâëßåòñß ïîäïîëóêîëüöîì â S (ïðåäëîæåíèß 9.2, 9.3, 9.4).
Ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïîëóêîëåö S, â êîòîðûõ X(S) ⊂ Y (S) = Z(S),
X(S) = Y (S) ⊂ Z(S) è X(S) ⊂ Y (S) ⊂ Z(S) ñîîòâåòñòâåííî.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ ïðîôåññîðó Åâãåíèþ Ìèõàéëîâè÷ó Âå÷òîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, çà
ïîñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîëåçíûå îáñóæäåíèß è ïîääåðæêó.
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